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Notacio´n
R2 es el plano cartesiano.
Rn es el producto cartesiano de dimensio´n n.
||px, yq|| es la norma del vector px, yq.
0 “ p0, 0q P R2 es el origen del plano cartesiano.
Dpp, rq Ă Rn es el disco abierto con centro en p y radio r P R`.
BA Ă Rn es el conjunto frontera de A.
d
`px1, y1q, px2, y2q˘ es la distancia del punto px1, y1q al punto px2, y2q.
τu es la topolog´ıa usual de Rn.
τS es la topolog´ıa inducida en S Ă Rn por la τu.
τc es la topolog´ıa cociente de algu´n espacio cociente X{„, con „ una
relacio´n de equivalencia.
u “ pu1, u2q,v “ pv1, v2q,w “ pw1, w2q son vectores en R2.
p0 “ px0, y0q, p1 “ px1, y1q, pi “ pxi, yiq son puntos en R2.
Tp0R2 es el espacio tangente a R2 en el punto p0.
pp0,uq es un vector tangente en el espacio tangente Tp0R2.
proyuw “ xu,wy||u||2 u es la proyeccio´n del vector w sobre el vector u.
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Introduccio´n
En matema´ticas es natural el estudio de las transformaciones del plano en
s´ı mismo. Por transformacio´n del plano entendemos una aplicacio´n biyectiva
de clase C1, es decir, una aplicacio´n continua con primeras derivadas parciales
continuas. El hecho de que una transformacio´n sea biyectiva, nos permite
hablar de su transformacio´n inversa.






Estos cinco conceptos matema´ticos son bien conocidos, todos ellos se estudian
en la geometr´ıa euclidiana.
En este trabajo brindamos un estudio de dos objetos abstractos, estos
son:
‚ grupos de transformaciones de R2 y
‚ superficies topolo´gicas con o sin frontera.
En primer lugar, recordamos que un conjunto G de transformaciones del
plano en s´ı mismo posee una estructura de grupo con la operacio´n compo-
sicio´n si cada vez que hacemos la composicio´n de dos transformaciones en
G, obtenemos una transformacio´n que tambie´n esta´ en G y la inversa de
cualquier transformacio´n de G, tambie´n esta´ en G. Esta estructura de grupo,
obliga a la transformacio´n identidad estar en G.
Podemos pensar en un grupo de transformaciones de R2 como un “objeto
abstracto cerrado”, esto es, podemos realizar operaciones con sus elementos
6
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(bajo la composicio´n ) y nunca salirnos de e´l.
El grupo de transformaciones afines de R2 es
Af´ınpR2q “  φ : R2 ÝÑ R2 | φpx, yq “ A p xy q ` v, A P GLp2,Rq, v P R2( .
De este grupo distinguimos el siguiente resultado.
Teorema 2.7.4 Las transformaciones afines mandan tria´ngulos de a´rea no
cero, en tria´ngulos de a´rea no cero.
En segundo lugar, recordamos que un conjunto S con una topolog´ıa es
un espacio topolo´gico. Para construir la definicio´n de superficie topolo´gica,
introducimos los siguientes tres conceptos:
i) espacio topolo´gico de Hausdorff,
ii) base numerable de abiertos para una topolog´ıa y
iii) espacio topolo´gico localmente homeomorfo a R2.
Estos tres conceptos son bastante conocidos en topolog´ıa. Es importante
resaltar dos cosas.
Primera. Para construir la definicio´n de superficie topolo´gica con frontera,
pedimos que el espacio topolo´gico que consideremos sea localmente homeo-
morfo a R2 o a
H2 “  px, yq | 0 ď y( Ă R2,
este u´ltimo es el semiplano superior.
Segunda. Construimos superficies topolo´gicas con o sin frontera “ensamblan-
do” tria´ngulos. Ello se precisa con los siguientes dos resultados.
Lema 3.4.2 De ensambladura para aristas. Consideramos dos tria´ngulos
∆1, ∆2 en R2 y una relacio´n de equivalencia „ que identifica dos aristas,






con la topolog´ıa cociente es una superficie topolo´gica con frontera.
Lema 3.4.3 De ensambladura para ve´rtices. Consideramos una colec-
cio´n de tria´ngulos ∆α en R2, n ě 3 y una relacio´n de equivalencia „ que
identifica 2n aristas tal que el ensamblado de los n tria´ngulos es como mues-







con la topolog´ıa cociente es una superficie topolo´gica con frontera.
Figura 1: Ensamblado de n ě 3 tria´ngulos.
Una aplicacio´n de las transformaciones afines es la construccio´n de super-
ficies topolo´gicas ensamblando tria´ngulos. El Teorema 2.7.4 es usado para
demostrar los dos lemas anteriores.
Estructura de la tesis.
En el Cap´ıtulo 1 estudiamos algunas propiedades necesarias para que una
transformacio´n de R2 preserve a´ngulos, a´rea, orientacio´n, rectas y/o distan-
cias.
Como resumen, el siguiente diagrama muestra que si una transformacio´n τ
preserva el producto punto, entonces τ preserva a´ngulos, a´rea y distancia,
ello es consecuencia de la siguiente dependencia de los conceptos:
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Nocio´n de











Nocio´n de a´ngulo ?p , q
y de a´ngulo orientado >p , q
Nocio´n de a´rea a´reap q
Nocio´n de
distancia dp , q.
En el Cap´ıtulo 2 estudiamos los grupos de:
‚ transformaciones r´ıgidas, tambie´n llamadas isometr´ıas,
‚ transformaciones lineales y
‚ transformaciones afines.
Adicionalmente aparecen subgrupos de los tres grupos anteriores y reconoce-
mos algunos conjuntos de transformaciones de R2 que no poseen la estructura
de grupo, por ejemplo el conjunto de reflexiones.
Como resumen, la siguiente tabla muestra todos los conjuntos estudiados en
el Cap´ıtulo 2 y las propiedades que cada uno de ellos satisface.
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Se preserva;
notacio´n grupo{ distan- a´ngulos a´reas l´ıneas el orienta-
conm. cias rectas origen cio´n
TranspR2q X{X X X X X ˆ X
SOp2,Rq X{X X X X X X X
O´p2,Rq ˆ{ˆ X X X X X ˆ
Op2,Rq X{ˆ X X X X X ˆ
Isop2,Rq X{ˆ X X X X ˆ ˆ
Iso`p2q X{ˆ X X X X ˆ X
Iso´p2,Rq ˆ{ˆ X X X X ˆ ˆ
GLp2,Rq X{ˆ ˆ ˆ ˆ X X ˆ
GL`p2,Rq X{ˆ ˆ ˆ ˆ X X X
GL´p2,Rq ˆ{ˆ ˆ ˆ ˆ X X ˆ
Af´ınpR2q X{ˆ ˆ ˆ ˆ X ˆ ˆ
Af´ın`pR2q X{ˆ ˆ ˆ ˆ X ˆ X
Af´ın´pR2q ˆ{ˆ ˆ ˆ ˆ X ˆ ˆ
Naturalmente, la “ˆ” en la tabla significa que las transformaciones del
conjunto no preservan dicha propiedad y “conm” es abreviacio´n de grupo
conmutativo.
Adicionalmente, el siguiente diagrama muestra las contenciones de los grupos
y conjuntos que aparecen en la tabla anterior. Para representar que G Ď H






























En el Cap´ıtulo 3 estudiamos algunas superficies topolo´gicas con o sin
frontera. Mostramos algunos ejemplos de estos objetos, as´ı como tambie´n
damos algunos espacios topolo´gicos que no satisfacen una de las propiedades
de la definicio´n de superficie topolo´gica. Finalmente construimos superficies
topolo´gicas a partir de un cuadrado, estas superficies topolo´gicas son: el ci-
lindro, la banda de Mo¨bius, la esfera, el toro, el plano proyectivo y la botella
de Klein.
Cap´ıtulo 1
Geometr´ıa en el plano cartesiano
En este cap´ıtulo describimos cuando una transformacio´n del plano carte-
siano R2 en si mismo preserva los siguientes conceptos matema´ticos: a´ngulo,
a´rea, orientacio´n, recta y distancia.
1.1. Transformaciones del plano y su diferen-
cial
En todo el texto, u “ pu1, u2q, v “ pv1, v2q, w “ pw1, w2q denotan vectores
de R2. Adicionalmente, p0 “ px0, y0q, p1 “ px1, y1q, pi “ pxi, yiq, i P I un
conjunto de ı´ndices, denotan puntos de R2.
Una transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ τpx, yq (1.1)
es una aplicacio´n biyectiva. Por simplicidad supondremos que τ es diferen-
ciable de clase C1, es decir, τ es continua con primeras derivadas parciales
continuas.
Definicio´n 1.1.1. El espacio tangente a R2 en el punto p0 es el conjunto de
vectores tangentes
Tp0R2 “
 pp0,uq | p0 es el punto base, u “ pu1, u2q(. (1.2)
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Observacio´n 1.1.2. El conjunto de vectores tangentes (1.2) con las opera-
ciones de adicio´n y multiplicacio´n por escalar
pp0,uq ` pp0,wq “ pp0,u`wq
λpp0,uq “ pp0, λuq λ P R,
es un espacio vectorial real de dimensio´n dos.
En nuestro trabajo, usamos dos posibilidades de interpretar vectores.
i) Los vectores u y w esta´n en el espacio vectorial real R2, ambos anclados
en el origen 0 “ p0, 0q.
ii) Los vectores pp0,uq, pp0,wq esta´n en el espacio tangente Tp0R2, ambos an-
clados en el punto p0 “ px0, y0q, ver Figura 1.1. Hay tantos espacios tangentes
como puntos p0 en el plano.
Figura 1.1: Planos tangentes.
Las transformaciones τ como en (1.1) env´ıan puntos en puntos como sigue
τ : R2 ÝÑ R2
px0, y0q ÞÝÑ τpx0, y0q.
Ma´s au´n, su diferencial env´ıa vectores tangentes en vectores tangentes como
sigue









Bx pp0q Bf1By pp0q
Bf2
Bx pp0q Bf2By pp0q
‚˛
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es la matriz Jacobiana de τpx, yq “ `f1px, yq, f2px, yq˘ evaluada en el punto
p0 y f1, f2 son funciones con valores escalares de R2 a R.
Ejemplo 1. Consideramos la transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px5, y3q
y el vector tangente
`p1, 2q, p1, 0q˘ P Tp1,2qR2.














Finalmente, τ env´ıa el vector tangente
`p1, 2q, p1, 0q˘ P Tp1,2qR2 como sigue
τ˚ : Tp1,2qR2 ÝÑ Tp1,8qR2`p1, 2q, p1, 0q˘ ÞÝÑ `p1, 8q, p5, 0q˘.
1.2. Breve estudio de a´ngulos
El primer concepto que estudiamos es el de a´ngulo entre vectores. Para
ello, recordamos los conceptos de producto punto y norma.
El producto punto entre dos vectores de R2 es el nu´mero real definido
como sigue
R2 ˆ R2 ÝÑ R
pu,wq ÞÝÑ xu,wy “ u1w1 ` u2, w2.
Extendemos el concepto de producto punto para vectores tangentes como
sigue
Tp0R2 ˆ Tp0R2 ÝÑ R
pp0,uq ˆ pp0,wq ÞÝÑ
@pp0,uq, pp0,wqD .“ xu,wy.
La siguiente proposicio´n muestra cuatro propiedades del producto punto.
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Proposicio´n 1.2.1. Si u, v, w son vectores en R2 y λ es un nu´mero real,
entonces
i) xu,wy “ xw,uy,
ii) xu, pv+wqy “ xu,vy ` xu,wy,
iii) λxu,wy “ xλu,wy “ xu, λwy,
iv) xu,uy ě 0, la igualdad se cumple cuando u “ 0.
Para la demostracio´n ver [1, Teorema 3.2.2, p. 136].
Las cuatro propiedades del producto punto se cumplen para vectores tangen-
tes pp0,uq, pp0,wq en Tp0R2.
La norma de un vector u “ pu1, u2q en R2 es el nu´mero
||u|| “
b
u21 ` u22 “
axu,uy.
En lo que sigue de este trabajo, algunas propiedades entre vectores de R2
las extendemos a vectores tangentes.
Definicio´n 1.2.2. El a´ngulo entre dos vectores u,w P R2 es





Naturalmente, el a´ngulo entre dos vectores tangentes pp0,uq, pp0,wq en Tp0R2
se define como sigue
?
`pp0,uq, pp0,wq˘ .“ ?pu,wq. (1.4)
Para el caso de a´ngulos, como segunda posibilidad enunciamos el concepto
de a´ngulo orientado.





( ÝÑ rγ, γ ` 2piq
px, yq ÞÝÑ
$&% a´ngulo entre p1, 0q y px, yq,medido en radianes
y en sentido horario o antihorario,
donde ´2pi ď γ ď 2pi es un nu´mero real. Consideramos tambie´n
i) un vector inicial u,
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ii) un vector final w,
iii) un sector angular S 1, determinado por los vectores u y w,
iv) una rama de la funcio´n argumento argγ, que es continua en el interior del
sector angular S.
Definicio´n 1.2.3. El a´ngulo orientado entre dos vectores u,w P R2 es
>pu,wq “ argγpwq ´ argγpuq. (1.5)
Naturalmente, el a´ngulo orientado entre dos vectores tangentes pp0,uq, pp0,wq
en Tp0R2 se define como sigue
>
`pp0,uq, pp0,wq˘ .“ >pu,wq. (1.6)
Enfatizamos que la notacio´n usada para a´ngulo ? y para a´ngulo orientado
> no es la misma.
Observacio´n 1.2.4. Claramente (1.3) es sime´trica, esto es
?pu,wq “ ?pw,uq,
mientras que (1.5) no lo es, ella es antisime´trica, esto es
>pu,wq “ ´>pw,uq.
Definicio´n 1.2.5. Consideramos dos vectores tangentes pp0,uq, pp0,wq en




˘ “ ?pu,wq (1.7)




˘ “ >pu,wq. (1.8)
Observacio´n 1.2.6. Si una transformacio´n τ preserva a´ngulos orientados,
entonces τ preserva a´ngulos.
1Dos vectores u,w en R2 determinan dos sectores angulares, el sector angular deseado
S posee un a´ngulo 0 ď θ ď pi.
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Ejemplo 2. La transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px` 1, yq
preserva a´ngulos y a´ngulos orientados. Por la Observacio´n 1.2.6, mostramos









en Tp0R2. Por definicio´n
>
`pp0,uq, pp0,wq˘ “ >pu,wq.






















˘ “ `px0 ` 1, y0q,w˘.
Finalmente verificamos que los a´ngulos orientados se preservan
>
`
τ˚ pp0,uq , τ˚ pp0,wq
˘ “ >` ppx0 ` 1, y0q,uq , ppx0 ` 1, y0q,wq ˘
“ >pu,wq.
Ejemplo 3. La transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ p´x, yq
preserva a´ngulos pero no a´ngulos orientados.








en Tp0R2. Por definicio´n
?
`pp0,uq, pp0,wq˘ “ ?pu,wq.
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˘ “ `p´x0, y0q, p´w1, w2q˘.
Notemos que
xp´u1, u2q, p´w1, w2qy “ xu,wy, ||p´u1, u2q|| “ ||u|| y ||p´w1, w2q|| “ ||w||.
Finalmente verificamos que los a´ngulos se preservan
?
`
τ˚ pp0,uq , τ˚ pp0,wq











p0, 1q, `?2{2,?2{2˘¯ , pp0,wq “ `p0, 1q, p0, 1q˘ P Tp0,1qR2.
El a´ngulo orientado que forman los vectores tangentes es
>
`pp0,uq, pp0,wq˘ “ >pu,wq “ arg´pipwq ´ arg´pipuq “ 1
4
pi.








˘ “ `p0, 1q, p0, 1q˘ “ `p0, 1q,w˘.
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Verificamos que el a´ngulo orientado no se preserva. Consideramos una rama
de la funcio´n argumento argγ que es continua en el interior del sector angular
S, recordemos que S es determinado por el vector inicial u “ `´?2{2,?2{2˘
y el vector final w “ p1, 0q. Por simplicidad consideramos la rama arg´pi y
verificamos que los angulos no se preservan, en efecto












El siguiente ejemplo muestra que el concepto de preservar a´ngulos, tiene
sentido u´nicamente utilizando vectores tangentes.
Ejemplo 4. Dada la transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px2 ´ y2, 2xyq,


































“ ? ``τpp0q, Jpτq|p0p1, 0q˘, `τpp0q, Jpτq|p0p0, 1q˘˘
“ ? ``τpp0q, p2x0, 2y0q˘, `τpp0q, p´2y0, 2x0q˘˘
“ ?`p2x0, 2y0q, p´2y0, 2x0q˘
“ arc cosp0q “ 1
2
pi
“ ?`p1, 0q, p0, 1q˘.
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Tomamos los vectores en R2
u “ p1 ´ p0 “ p1, 0q y w “ p2 ´ p0 “ p0, 1q,
ambos anclados en p0. Notemos que
? pu,wq “ 1
2
pi.
Verificamos que τ no preserva el a´ngulo entre dichos vectores. El a´ngulo que
forman sus ima´genes es
?
`
τpuq, τpwq˘ “ ?`p1, 0q, p´1, 0q˘ “ pi.
Con ello concluimos que el concepto de preservar a´ngulos tiene sentido u´ni-
camente utilizando vectores tangentes y no vectores en R2.
1.3. Breve estudio de a´rea
Estudiamos ahora el concepto de a´rea para regiones en R2.
El siguiente cuadro muestra tres fo´rmulas para determinar el a´rea de un








2 dos vectores en R2







como lados del tria´ngulo
3 tres puntos en R2




x1 ´ x0 x2 ´ x0
y1 ´ y0 y2 ´ y0
˙ˇˇˇˇ
(1.9)
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Consideramos b “ ||u|| y a “ ||proyuKw||, donde uK “ p´u2, u1q es un vector























Ahora, consideramos el caso de a´rea para cualquier pol´ıgono P Ă R2.
Particionamos el pol´ıgono P en tria´ngulos ∆ι. Ellos se traslapan en a lo ma´s
ve´rtices y aristas.










Finalmente consideramos el a´rea de cualquier regio´n elemental R Ă R2
que a continuacio´n definimos.
Consideramos dos funciones reales ψ, φ : ra, bs ÝÑ R tales que ψpxq ă φpxq
para todo x P ra, bs. Una regio´n elemental es el conjunto
R “  px, yq | x P ra, bs y ψpxq ď y ď φpxq( Ă R2.
A continuacio´n enunciamos el teorema de cambio de variable para integrales
dobles, el cual puede consultarse en [2, Teorema 2, p. 372].
Teorema 1.3.1. (De cambio de variable para integrales dobles.) Si dos re-
giones elementales R1, R Ă R2 esta´n relacionadas por una transformacio´n
inyectiva de clase C1, τ : R1 ÝÑ R, tal que τpR1q “ R, entonces para toda
funcio´n integrable f : R ÝÑ Rĳ
R
fpx, yq dydx “
ĳ
R1
|det `Jpτq˘| pf ˝ τq dydx. (1.11)
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Veamos como esta definicio´n, tiene como caso particular a los tria´ngulos.




















Para c “ 0, tenemos que a´reap∆1q “ 0, ver Figura 1.2 inciso a) y para
c “ b, tenemos que a´reap∆2q “ 0 ver Figura 1.2 inciso d). Los incisos b) y c)
muestran que el a´reap∆1q ‰ 0 y a´reap∆2q ‰ 0 .
Figura 1.2: A´rea de un tria´ngulo con integrales.
Definicio´n 1.3.2. Una transformacio´n τ diferenciable de clase C1 preserva




Como consecuencia del Teorema 1.3.1 tenemos el siguiente corolario.
Corolario 1.3.3. Si el determinante de la matriz Jacobiana de una trans-
formacio´n τ es 1, entonces τ preserva a´rea.
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Demostracio´n. Consideramos a f como la funcio´n constante 1. Usando el








Ejemplo 6. Consideramos la transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px, y ´ x2 ` 1q
y el tria´ngulo ∆ “  p´1, 0q, p0,´1q, p0, 1q(.
Este ejemplo muestra que la transformacio´n τ no env´ıa tria´ngulos en tria´n-




Las ima´genes de los tres ve´rtices del tria´ngulo ∆ son
τp´1, 0q “ p´1, 0q; τp0,´1q “ p0, 0q; τp1, 0q “ p1, 0q.
Los tres puntos son colineales. Esto quiere decir que τ no env´ıa tria´ngulos en
tria´ngulos.
Usando la fo´rmula tres del cuadro (1.9) obtenemos
a´reap∆q “ 1.
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1.4. Breve estudio de orientacio´n
Mostramos ahora, cuando una transformacio´n preserva orientacio´n.
Definicio´n 1.4.1. Una transformacio´n τ de clase C1 preserva orientacio´n si
para cualquier par de vectores tangentes pp0,uq, pp0,wq en Tp0R2 linealmente
independientes, los determinantes
det
`pp0,uq, pp0,wq˘ y det `τ˚`pp0,uq˘, τ˚`pp0,wq˘˘
poseen el mismo signo.
Observacio´n 1.4.2. i) Si det
`
Jpτq˘ ą 0, entonces τ preserva orientacio´n.
ii) Si det
`
Jpτq˘ ă 0, entonces τ invierte orientacio´n.
La transformacio´n del Ejemplo 3 invierte orientacio´n, det
`
Jpτq˘ “ ´1 ă 0.
La transformacio´n del Ejemplo 4 preserva orientacio´n, det
`
Jpτq˘ “ 4x2 `
4y2 ą 0.
La transformacio´n del Ejemplo 6 preserva orientacio´n, det
`
Jpτq˘ “ 1 ą 0.
Observacio´n 1.4.3. Si una transformacio´n τ preserva orientacio´n y a´ngu-
los, entonces τ preserva a´ngulos orientados.
1.5. Breve estudio de rectas y distancias
Veamos ahora, cuando una transformacio´n preserva rectas.
Una recta parametrizada l en R2 es un conjunto de la forma
l “  p0 ` tu | t P R, u P R2zt0u( Ă R2.
Nuestra expresio´n posee una parametrizacio´n
ϕ : R ÝÑ R2
t ÞÝÑ p0 ` tu.
Definicio´n 1.5.1. Una transformacio´n τ de clase C1 preserva rectas para-
metrizadas (preservando parametrizacio´n) si






para toda recta l y para todo t en R.
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Ejemplo 7. La transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ p´x, yq
preserva rectas.







Verificamos que τ preserva rectas, en efecto
τpp0 ` tuq “ τpx0 ` tu1, y0 ` tu2q “ p´x0 ´ tu1, y0 ` tu2q













Ejemplo 8. La transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px, y ´ x2 ` 1q
no preserva rectas.
Tomamos la recta tpt, 0q | t P Ru como el eje x y eligiendo p0 “ p0, 0q,
u “ p1, 0q. Verificamos que en efecto τ no preserva rectas.





As´ı, al evaluarla en el origen tenemos la matriz identidad.
Notemos que
τpt, 0q “ pt,´t2 ` 1q.
Por otro lado
τp0, 0q ` tJ`τ˘ˇˇ
p0








“ p0, 1q ` tu
“ ptu1, tu2 ` 1q
‰ τpt, 0q.
Con lo cual concluimos que τ no preserva rectas.
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Finalmente estudiamos, cua´ndo una transformacio´n preserva distancias.
La distancia entre dos puntos p1 “ px1, y1q, p2 “ px2, y2q en R2 es
dpp1, p2q “ ||p2 ´ p1|| “
apx2 ´ x1q2 ` py2 ´ y1q2.
Definicio´n 1.5.2. Una transformacio´n τ de clase C1 preserva distancias si




˘ “ dpp1, p2q.
Ejemplo 9. La transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2





τpx1, y1q, τpx2, y2q
˘ “ d`p´x1, y1q, p´x2, y2q˘
“
b`´ px2 ´ x1q˘2 ` py2 ´ y1q2
“apx2 ´ x1q2 ` py2 ´ y1q2
“ d`px1, y1q, px2, y2q˘.
Ejemplo 10. La transformacio´n
τ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px, y ´ x2 ` 1q
no preserva distancias. Consideramos los puntos p0 “ p´1, 0q y p1 “ p0,´1q









˘ “ d`p´1, 0q, p0, 0q˘ “ 1.
— ¨ ¨ ¨ —
Como resumen, el siguiente diagrama muestra que si una transformacio´n τ
preserva el producto punto, entonces τ preserva a´ngulos, a´rea y distancia,
ello es consecuencia de la siguiente dependencia de los conceptos:
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Nocio´n de











Nocio´n de a´ngulo ?p , q
y de a´ngulo orientado >p , q
Nocio´n de a´rea a´reap q
Nocio´n de




Definicio´n 2.1.1. El conjunto de traslaciones de R2 es
TranspR2q “  Tv : R2 ÝÑ R2 | Tvpx, yq “ px, yq`pv1, v2q, v “ pv1, v2q P R2(.
(2.1)
El vector v se llama vector de traslacio´n.
Proposicio´n 2.1.2. Las traslaciones env´ıan vectores tangentes en vectores
tangentes.
Demostracio´n. Consideramos la traslacio´n
Tv : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px, yq ` pv1, v2q
y el vector tangente pp0,uq en Tp0R2.
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Por lo tanto
JpTvq|p0puq “ u.





Ejemplo 11. Consideramos la traslacio´n
Tp´1,4q : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ px´ 1, y ` 4q
y el vector tangente pp3, 1q, p8, 2qq en Tp3,1qR2.
Por la Proposicio´n 2.1.2 pTvq˚ env´ıa el vector tangente pp3, 1q, p8, 2qq en
Tp3,1qR2 como sigue
pTvq˚ : Tp3,1qR2 ÝÑ Tp2,5qR2
pp3, 1q, p8, 2qq ÞÝÑ pp2, 5q, p8, 2qq.
Lema 2.1.3. El conjunto de traslaciones TranspR2q es un grupo conmuta-
tivo.
Demostracio´n. La composicio´n de dos traslaciones es otra traslacio´n
Tu ˝ Tv “ Tv`u.
La propiedad asociativa se satisface
Tu ˝ pTv ˝ Twq “ Tpw`vq`u “ Tw`pv`uq “ pTu ˝ Tvq ˝ Tw.
La traslacio´n que cumple ser el elemento neutro es
T0 “ Id.
La inversa de la traslacio´n Tv es
pTvq´1 “ T´v.
La composicio´n de traslaciones es conmutativa
Tu ˝ Tv “ Tv`u “ Tu`v “ Tv ˝ Tu.
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Lema 2.1.4. Una traslacio´n Tv es determinada de manera u´nica por un
punto px0, y0q y su imagen px1, y1q bajo ella.
Demostracio´n. Proponemos a
v “ px1 ´ x0, y1 ´ y0q P R2
como el vector de traslacio´n que determina a Tv. Esto es
Tvpx, yqq “ px, yq ` px1 ´ x0, y1 ´ y0q.
Claramente
Tvpx0, y0q “ px1, y1q.
Proposicio´n 2.1.5. Las traslaciones de R2 preservan:
i) distancias,
ii) a´reas,
iii) a´ngulos, a´ngulos orientados,
iv) rectas,
v) orientacio´n.
Demostracio´n. Mostramos u´nicamente que las traslaciones preservan a´reas,
a´ngulos y a´ngulos orientados .
ii) El determinante de la matriz Jacobiana de una traslacio´n es uno. Por el
Corolario 1.3.3, las traslaciones preservan a´rea.
iii) El Ejemplo 2 es una traslacio´n. Cambiando el vector de traslacio´n p1, 0q
por el vector pv1, v2q, concluimos que las traslaciones preservan a´ngulos y
a´ngulos orientados.
2.2. Rotaciones
Definicio´n 2.2.1. El conjunto de rotaciones de R2 es
SOp2,Rq “  Roθ : R2 ÝÑ R2 | Roθpx, yq “ ` cos θ ´ sen θsen θ cos θ ˘ p xy q , θ P r0, 2piq(.
(2.2)
El acro´nimo “SO” proviene de “Special Orthogonal ”. Todas las rotaciones
en (2.2) son en torno al origen. El a´ngulo orientado θ se llama a´ngulo de
rotacio´n.
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Proposicio´n 2.2.2. Las rotaciones env´ıan vectores tangentes en vectores
tangentes.
Demostracio´n. Consideramos la rotacio´n
Roθ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ ` cos θ ´ sen θsen θ cos θ ˘ p xy q
y el vector tangente pp0,uq en Tp0R2.
La matriz Jacobiana de Roθ es
JpRoθq “ Roθ.
Al evaluarla en el punto p0, obtenemos la matriz
JpRoθq|p0 “ Roθpp0q “ Roθ.




˘ “ `Roθpp0q, Roθpuq˘.
Ejemplo 12. Consideramos la rotacio´n
Ropi
2
: R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ p 0 ´11 0 q p xy q ,
y el vector tangente
`p3, 1q, p8, 2q˘ en Tp3,1qR2.
Por la Proposicio´n 2.2.2 pRopi
2
q˚ env´ıa el vector tangente




q˚ : Tp3,1qR2 ÝÑ Tp´1,3qR2`p3, 1q, p8, 2q˘ ÞÝÑ `p´1, 3q, p´2, 8q˘. (2.3)
Lema 2.2.3. El conjunto de rotaciones SOp2,Rq es un grupo conmutativo.
Demostracio´n. La composicio´n de dos rotaciones es otra rotacio´n
Roθ2 ˝Roθ1 “ Roθ1`θ2 .
La propiedad asociativa se satisface
Roθ3 ˝ pRoθ2 ˝Roθ1q “ Ropθ1`θ2q`θ3 “ Roθ1`pθ2`θ3q “ pRoθ3 ˝Roθ2q ˝Roθ1 .
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La inversa de la rotacio´n Roθ es
pRoθq´1 “ Ro2pi´θ .“ Ro´θ.
La composicio´n de rotaciones es conmutativa
Roθ2 ˝Roθ1 “ Roθ1`θ2 “ Roθ2`θ1 “ Roθ1 ˝Roθ2 .
Lema 2.2.4. Dados dos puntos px0, y0q, px1, y1q distintos del origen con mis-
ma norma. Una rotacio´n Roθ es determinada de manera u´nica por el punto
px0, y0q y su imagen px1, y1q bajo ella.
Demostracio´n. Consideramos una rama de la funcio´n argumento argγ, ella
es continua en el sector angular, S, determinada por los vectores u “ px0, y0q
y w “ px1, y1q. Proponemos a
θ “ >`px0, y0q, px1, y1q˘ “ argγ`px1, y1q˘´ argγ`px0, y0q˘
como el a´ngulo de rotacio´n que determina la rotacio´n Roθ. Introducimos la
siguiente notacio´n
θ1 “ argγ
`px1, y1q˘, θ0 “ argγ`px0, y0q˘.
Como el conjunto de rotaciones es grupo tenemos que
Roθpx0, y0q “ Roθ1´θ0px0, y0q “ Ro´θ0`θ1px0, y0q “ Roθ1 ˝Ro´θ0px0, y0q
“ Roθ1px10, y10q,
donde px10, y10q es un punto en la parte positiva del eje x y ||px10, y10q|| “
||px0, y0q||. Finalmente reconocemos que
Roθ1px10, y10q “ px1, y1q.
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Ejemplo 13. Tomamos los puntos px0, y0q “ p´1, 1q y px1, y1q “ p1, 1q.
Para γ “ 0, la rama arg0 es continua en el sector angular S. Notemos que
arg0
`px0, y0q˘ “ 34pi y arg0`px1, y1q˘ “ 14pi. La rotacio´n determinada por el









Finalmente verificamos que Ro´pi
2
















Proposicio´n 2.2.5. Las rotaciones de R2 preservan:
i) distancias,
ii) a´reas,




Demostracio´n. Mostramos u´nicamente que las rotaciones preservan a´reas,
a´ngulos y a´ngulos orientados.
iiq La matriz Jacobiana de una rotacio´n es
JpRoθq “
`
cos θ ´ sen θ







Por el Corolario 1.3.3 las rotaciones preservan a´rea.
iiiq Consideramos dos vectores u,w en R2 tal que
θ “ >pu,wq “ argγpwq ´ argγpuq,








˘ “ argγpwq ` θ.




argpwq ` θ˘´ `argpuq ` θ˘ “ >pu,wq.
Lo cual demuestra que las rotaciones preservan a´ngulos orientados. Por la
Observacio´n 1.2.6, las rotaciones preservan a´ngulos.
2.3. Reflexiones
Definicio´n 2.3.1. El conjunto de reflexiones de R2 es
Op2,Rq´ “
 
Reθ : R2 ÝÑ R2 | Reθpx, yq “
`
cos 2θ sen 2θ
sen 2θ ´ cos 2θ
˘ p xy q , θ P r0, 2piq(.
(2.4)
Una reflexio´n Reθ nos da un a´ngulo orientado θ P r0, piq. Cada a´ngulo
orientado θ determina una u´nica recta lθ que pasa por el origen. Los puntos
px0, y0q P lθ cumplen que
Reθpx0, y0q “ px0, y0q.
A lθ le llamamos recta de reflexio´n.
Mostramos que lθ no depende del a´ngulo orientado
θk “ θ ` kpi, k P Z.
Como
cosp2θkq “ cosp2θ ` 2kpiq “ cosp2θq y
senp2θkq “ senp2θ ` 2kpiq “ senp2θq,
tenemos que Reθk “ Reθ.
La Figura 2.1 ilustra tres reflexiones del tria´ngulo sen˜alado en el primer
cuadrante.
Proposicio´n 2.3.2. Las reflexiones env´ıan vectores tangentes en vectores
tangentes.
Demostracio´n. Consideramos la reflexio´n
Reθ : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ ` cos 2θ sen 2θsen 2θ ´ cos 2θ ˘ p xy q
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Figura 2.1: Ejemplos de reflexiones.
y el vector tangente pp0,uq en Tp0R2.
La matriz Jacobiana de Reθ es
JpReθq “ Reθ.
Al evaluarla en el punto p0, obtenemos la misma matriz
JpReθq|p0 “ Reθ.




˘ “ `Reθpp0q, Reθpuq˘.
Ejemplo 14. Consideramos la reflexio´n
Repi
4
: R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ p 0 11 0 q p xy q ,
y el vector tangente
`p3, 1q, p8, 2q˘ en Tp3,1qR2.
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Por la Proposicio´n 2.3.2 pRepi
4
q˚ env´ıa el vector tangente




q˚ : Tp3,1qR2 ÝÑ Tp1,3qR2`p3, 1q, p8, 2q˘ ÞÝÑ `p1, 3q, p2, 8q˘. (2.5)
Observacio´n 2.3.3. El conjunto de reflexiones (2.4) no es grupo.
Notemos que la composicio´n de dos reflexiones no es una reflexio´n, de hecho,
es la rotacio´n
Reθ2 ˝Reθ1 “ Ro2θ2´2θ1 .
La propiedad asociativa se satisface
pReθ3 ˝Reθ2q ˝Reθ1 “ Ro2θ3´2θ2 ˝Reθ1 “ Repθ3´θ2q`θ1 ,
por otro lado
Reθ3 ˝ pReθ2 ˝Reθ1q “ Reθ3 ˝Ro2θ2´2θ1 “ Reθ3´pθ2´θ1q.
No existe una reflexio´n que cumpla ser el elemento neutro. Esto se debe a lo
siguiente. Para todo θ P r0, 2piq sucede que
Reθ “
ˆ
cos 2θ sen 2θ








La inversa de una reflexio´n es ella misma
Re´1θ “ Reθ.
La composicio´n de reflexiones no es conmutativa
Reθ2 ˝Reθ1 “ Ro2θ2´2θ1 ‰ Ro2θ1´2θ2 “ Reθ1 ˝Reθ2 .
Lema 2.3.4. Dados dos puntos px0, y0q, px1, y1q no nulos con misma norma.
Una reflexio´n Reθ es determinada de manera u´nica por el punto px0, y0q y su
imagen px1, y1q bajo ella.
Demostracio´n. Consideramos una rama de la funcio´n argumento argγ, ella
es continua en el sector angular, S, determinada por los vectores u “ px0, y0q
y w “ px1, y1q. Proponemos a
θ “ argγppx1, y1qq ` argγppx0, y0qq
2
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como el a´ngulo de reflexio´n que determina la reflexio´n Reθ. Claramente
Reθpx0, y0q “ px1, y1q.
Ejemplo 15. Tomamos los puntos px0, y0q “ p´1, 1q y px1, y1q “ p1, 1q.
Para γ “ 0, la rama arg0 es continua en el sector angular S. Notemos que








Finalmente verificamos que Repi
2





















Demostracio´n. Mostramos u´nicamente que las reflexiones preservan a´ngulos.
iii) Hay que mostrar la siguiente igualdad









Usando i) tenemos que
||Reθpuq|| “ ||u|| y ||Reθpwq|| “ ||w||.
Falta mostrar que las reflexiones preservan el producto punto, en efecto
xReθpuq, Reθpwqy “
Bˆ
cos 2θ sen 2θ







cos 2θ sen 2θ





“ @` cosp2θqu1 ` senp2θqu2, senp2θqu1 ´ cosp2θqu2˘,
CAPI´TULO 2. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 38`
cosp2θqw1 ` senp2θqw2, senp2θqw1 ´ cosp2θqw2
˘D
“ cos2p2θqu1w1`cosp2θq senp2θqu1w2`cosp2θq senp2θqu2w1`sen2p2θqu2w2`
sen2p2θqu1w1 ´ cosp2θq senp2θqu1w2 ´ cosp2θq senp2θqu2w1 ` cos2p2θqu2w2
“ pu1w1 ` u2w2qpcos2p2θq ` sen2p2θqq.
“ xu,wy.
Con lo cual concluimos la prueba.
2.4. Transformaciones ortogonales
Definicio´n 2.4.1. El conjunto de transformaciones ortogonales de R2 es
Op2,Rq “ tA : R2 ÝÑ R2 | A P SOp2,Rq o A P Op2,Rq´u. (2.6)
El acro´nimo “O” proviene de “Orthogonal”.
Lema 2.4.2. El conjunto de transformaciones ortogonales Op2,Rq es un
grupo no conmutativo.
Demostracio´n. La composicio´n de dos transformaciones ortogonales es otra
transformacio´n ortogonal. Sabemos que para rotaciones
Roθ2 ˝Roθ1 “ Roθ1`θ2 P Op2,Rq
y para reflexiones
Reθ2 ˝Reθ1 “ Roθ2´θ1 P Op2,Rq.
Adema´s
Reθ1 ˝Roθ2 “ Reθ1´θ2 P Op2,Rq,
Roθ2 ˝Reθ1 “ Reθ2`θ1 P Op2,Rq. (2.7)
La propiedad asociativa se satisface para transformaciones ortogonales cua-
lesquiera.
La transformacio´n ortogonal que cumple ser el elemento neutro es la identidad
Id “ Ro0.
Cada A P Op2,Rq posee una inversa A´1 P Op2,Rq, hay dos casos.
‚ Si A “ Roθ, entonces A´1 “ Ro´θ.
‚ Si A “ Reθ, entonces A´1 “ A.
Por lo tanto Op2,Rq es un grupo. Observamos en (2.7) que Op2,Rq no es
conmutativo.
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Observacio´n 2.4.3. El conjunto de rotaciones SOp2,Rq es un subgrupo de
Op2,Rq.
2.5. Isometr´ıas
Definicio´n 2.5.1. El conjunto de isometr´ıas de R2 es
IsopR2q “  I : R2 ÝÑ R2 | Ipx, yq “ A p xy q`v, A P Op2,Rq, v P R2(, (2.8)
tambie´n llamadas transformaciones r´ıgidas.
Una isometr´ıa de R2 es la composicio´n de una transformacio´n ortogonal
A y una traslacio´n Tv
Tv ˝ A.
Mostramos que
Tv ˝ A ‰ A ˝ Tv. (2.9)
Para esto, consideramos a A “ Ropi
2
y a Tv “ T´p0,1q. Tomamos el punto
p “ p1, 0q. La imagen del punto p bajo la transformacio´n Tv ˝ A es
pTv ˝ Aqp1, 0q “ Tv
`
Ap1, 0q˘ “ Tvp0, 1q “ p0, 1q ´ p0, 1q “ p0, 0q.
Por otro lado, la imagen del punto p bajo la transformacio´n A ˝ Tv es
pA ˝ Tvqp1, 0q “ A
`
Tvp1, 0q
˘ “ p 0 ´11 0 q p 1´1 q “ p 11 q .
Sin embargo, existe otra traslacio´n Tw tal que
A ˝ Tw “ Tv ˝ A. (2.10)
Proponemos w “ A´1pvq
A˝Twpx, yq “ A
` p xy q`w˘ “ A` p xy q`A´1pvq˘ “ A p xy q`v “ pTv ˝Aqpx, yq.
Observamos que (2.10) muestra dos formas de escribir una isometr´ıa.
Ejemplo 16. Las traslaciones, rotaciones y reflexiones son isometr´ıas.
Las isometr´ıas Ipx, yq “ A p xy q ` v env´ıan vectores tangentes en vectores
tangentes como sigue
I˚ : Tp0R2 ÝÑ TIpp0qR2
pp0,uq ÞÝÑ pIpp0q, Apuqq.
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Lema 2.5.2. El conjunto de isometr´ıas IsopR2q es un grupo no conmutativo.
Demostracio´n. La composicio´n de dos isometr´ıas es otra isometr´ıa. Si
I1px, yq “ A1 p xy q ` u, I2px, yq “ A2 p xy q `w P IsopR2q,
entonces
pI2 ˝ I1qpx, yq “ I2pA1 p xy q ` uq “ pA2A1q p xy q ` A2puq `w P IsopR2q.
La propiedad asociativa se satisface para isometr´ıas cualesquiera.
La isometr´ıa que cumple ser el elemento neutro es la identidad I “ Id.
La inversa de una isometr´ıa Ipx, yq “ A p xy q ` u P IsopR2q es
I´1px, yq “ A´1 p xy q ´ A´1puq.
Con lo cual concluimos que IsopR2q es un grupo. Notemos que las reflexiones
hacen que dicho grupo no sea conmutativo.
Lema 2.5.3. Las traslaciones, las transformaciones ortogonales y las isome-
tr´ıas preservan el producto punto.
Demostracio´n. Para traslaciones tenemos que
xpTvq˚pp0,uq, pTvq˚pp0,wqy “ xpTvpp0q,uq, pTvpp0q,wqy “ xu,wy
“ xpp0,uq, pp0,wqy.
En la demostracio´n de la Proposicio´n 2.3.5, mostramos que las reflexiones
preservan el producto punto, es decir
xpReθq˚pp0,uq, pReθq˚pp0,wqy “ xpp0,uq, pp0,wqy.
Para las rotaciones la demostracio´n es similar. As´ı,
xpRoθq˚pp0,uq, pRoθq˚pp0,wqy “ xpp0,uq, pp0,wqy.
Finalmente verificamos que toda isometr´ıa I “ Tv ˝A, con Tv una traslacio´n
y A una transformacio´n ortogonal, preserva el producto punto







˘y “ xApp0,uq, App0,wqy
“ xpp0,uq, pp0,wqy.
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Demostracio´n. Mostramos u´nicamente que las isometr´ıas preservan distan-
cias. En efecto, para u “ pu1, u2q w “ pw1, w2q vectores en R2 tenemos que
d
`
Ipwq, Ipuq˘ “axIpwq ´ Ipuq, Ipwq ´ Ipuqy
“axw´ u,w´ uy
“ dpw,uq.
Proposicio´n 2.5.5. Una transformacio´n que preserva distancias es necesa-
riamente un elemento de IsopR2q.
La demostracio´n de esta proposicio´n se puede consultar en [3, Proposicio´n,
p. 34].
Lema 2.5.6. Una isometr´ıa I es determinada de manera u´nica por tres
puntos no colineales p1 “ px1, y1q, p2 “ px2, y2q, p3 “ px3, y3q y sus ima´genes
p4px4, y4q, p5 “ px5, y5q, p6 “ px6, y6q respectivamente bajo ella.
Demostracio´n. Dividimos la prueba en los siguientes tres pasos.
Paso uno. Consideramos los tria´ngulos
∆1 “ tp1, p2, p3u y ∆2 “ tp4, p5, p6u.
Supongamos que los tres lados del tria´ngulo ∆1 tienen longitudes distintas
dpp1, p2q “ δ1; dpp2, p3q “ δ2; dpp3, p1q “ δ3.
Como la isometr´ıa I preserva distancias, entonces los tres lados del tria´ngulo
∆2 cumplen que
dpp4, p5q “ δ1; dpp5, p6q “ δ2; dpp6, p4q “ δ3.
Paso dos. Sin perdida de generalidad, seleccionamos en ∆1 el lado de longitud
δ1. La isometr´ıa
I1 : R2 ÝÑ R2
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Figura 2.2: Isometr´ıa.
lleva el lado seleccionado en la parte positiva del eje x, donde
I1pp1q “ p0, 0q y I1pp2q “ pδ1, 0q,
ver Figura 2.2.
Adicionalmente, la isometr´ıa
I2 : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ pRo´θ2 ˝ T´p4qpx, yq, θ2 “ arg0pT´p4pp5qq,
lleva el lado de longitud δ1 del tria´ngulo ∆2 en el eje x, donde
I2pp4q “ p0, 0q y I2pp5q “ pδ1, 0q.
Paso tres. Estudiamos las ima´genes de los puntos p3 bajo la isometr´ıa I1 y
p6 bajo la isometr´ıa I2. Consideramos dos c´ırculos, C1 de radio δ3 con centro
en p0, 0q y C2 de radio δ2 con centro en pδ1, 0q. La interseccio´n de los dos
c´ırculos C1 y C2 son dos puntos, ver Figura 2.3, adema´s 
I1pp3q Y I1pp6q
( Ă C1 X C2.
Aparecen dos casos.
Caso uno. Los puntos I1pp3q y I1pp6q son iguales.
En este caso,
I1p∆1q “ I2p∆2q.
As´ı, la isometr´ıa buscada es
I : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ pI´12 ˝ I1qpx, yq.
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Figura 2.3: Ima´genes de los puntos p3 bajo la isometr´ıa I1.
Caso dos. Los puntos I1pp3q y I1pp6q son distintos.






, θ “ 0,
al tria´ngulo ∆2, obteniendo
ReθpI2p∆2qq “ I1p∆1q.
De esta manera, la isometr´ıa buscada es
I1 : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ pI´12 ˝Reθ ˝ I1qpx, yq, θ “ 0.
Las propiedades de preservar e invertir orientacio´n descomponen al con-
junto IsopR2q en dos subconjuntos.
i) El conjunto de isometr´ıas de R2 que preservan orientacio´n es
Iso`pR2q “
 
I : R2 ÝÑ R2 | Ipx, yq “ A p xy q ` v, A P SOp2,Rq ,v P R2(.
ii) El conjunto de isometr´ıas de R2 que invierten orientacio´n es
Iso´pR2q “
 
I : R2 ÝÑ R2 | Ipx, yq “ A p xy q ` v, A P O´p2,Rq ,v P R2
(
.
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Las rotaciones son isometr´ıas que preservan orientacio´n y las reflexiones son
isometr´ıas que invierten orientacio´n.
Lema 2.5.7. El conjunto Iso`pR2q es un subgrupo no conmutativo del grupo
Isop2,Rq.
Observacio´n 2.5.8. El conjunto Iso´pR2q no es grupo.
2.6. Transformaciones lineales
Definicio´n 2.6.1. El conjunto de transformaciones lineales invertibles de
R2 es
GLp2,Rq “  A : R2 ÝÑ R2 | Ap xy q “ p a bc d qp xy q, a, b, c, d P R, detpAq ‰ 0(.
(2.11)
El acro´nimo “GL” proviene de “General Linear”.
Ejemplo 17. Las rotaciones y reflexiones son transformaciones lineales.
Las transformaciones lineales env´ıan vectores tangentes en vectores tan-
gentes como sigue
A : Tp0R2 ÝÑ TApp0qR2
pp0,uq ÞÝÑ pApp0q, Apuqq.
Lema 2.6.2. El conjunto de transformaciones lineales GLp2,Rq es un grupo
no conmutativo.
Demostracio´n. La composicio´n de dos transformaciones lineales invertibles es
otra transformacio´n lineal invertible. Si A,B P GLp2,Rq, entonces AB,BA P
GLp2,Rq y adema´s detpABq “ detpAq detpBq ‰ 0.
La propiedad asociativa se satisface para transformaciones lineales invertibles
cualesquiera.
La transformacio´n lineal que cumple ser el elemento neutro es
A “ Id P GLp2,Rq.













donde detpAq “ ac ´ bd. Con lo cual concluimos que GLp2,Rq es un grupo.
En (2.7) observamos que GLp2,Rq no es conmutativo.
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Observacio´n 2.6.3. El grupo Op2,Rq es un subgrupo de GLp2,Rq.
Lema 2.6.4. Una transformacio´n lineal invertible A es determinada de ma-
nera u´nica por dos puntos linealmente independientes p1 “ px1, y1q, p2 “
px2, y2q y sus ima´genes p3 “ px3, y3q, p4 “ px4, y4q, tambie´n linealmente in-
dependientes, respectivamente bajo ella.












La transformacio´n lineal A1 lleva el tria´ngulo cano´nico
∆c “
 p0, 0q, p1, 0q, p0, 1q(
en el tria´ngulo
∆1 “
 p0, 0q, px1, y1q, px2, y2q(
y la transformacio´n lineal A2 lleva el tria´ngulo cano´nico en el tria´ngulo
∆2 “
 p0, 0q, px3, y3q, px4, y4q(.
Naturalmente la inversa de la transformacio´n lineal A1 lleva el tria´ngulo ∆1
en el tria´ngulo cano´nico, ver Figura 2.4.
As´ı, la transformacio´n buscada es
A : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ A2A´11 p xy q .
Corolario 2.6.5. Existen exactamente dos transformaciones lineales inver-
tibles que llevan
∆1 “
 p0, 0qpx1, y1q, px2, y2q( en ∆2 “  p0, 0q, px3, y3q, px4, y4q(.
Demostracio´n. La primera trasformacio´n lineal es A, como se muestra en la
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Figura 2.4: Transformacio´n lineal.
al tria´ngulo ∆c “
 p0, 0q, p1, 0q, p0, 1q(, ella intercambia p1, 0q con p0, 1q. As´ı,
la segunda transformacio´n lineal es
A1 : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ A2Repi
4
A´11 p xy q .




Las propiedades de preservar e invertir orientacio´n descomponen al con-
junto GLp2,Rq en dos subconjuntos.




A : R2 ÝÑ R2 | A P GLp2,Rq, detpAq ą 0(.




A : R2 ÝÑ R2 | A P GLp2,Rq, detpAq ă 0(.
Las rotaciones son transformaciones lineales que preservan orientacio´n, ellas
poseen determinante igual a 1. Las reflexiones son transformaciones lineales
que invierten orientacio´n, ellas poseen determinante igual a ´1.
Lema 2.6.7. El conjunto GL`p2,Rq es un subgrupo no conmutativo del grupo
GLp2,Rq.
Observacio´n 2.6.8. El conjunto GL´p2,Rq no es grupo.
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2.7. Transformaciones afines
Definicio´n 2.7.1. El conjunto de transformaciones afines de R2 es
Af´ınpR2q “  φ : R2 ÝÑ R2 | φpx, yq “ A p xy q ` v, A P GLp2,Rq, v P R2( .
(2.12)
Una transformacio´n af´ın de R2 es la composicio´n de una transformacio´n
lineal invertible A y una traslacio´n Tv
Tv ˝ A.
Mostramos que
Tv ˝ A ‰ A ˝ Tv. (2.13)
Para esto, consideramos a A “ Ropi
2
y a Tv “ T´p0,1q. Tomamos el punto
p “ p1, 0q, ver el caso de isometr´ıas. Sin embargo, existe otra traslacio´n Tw
tal que
A ˝ Tw “ Tv ˝ A. (2.14)
Proponemos w “ A´1pvq
A˝Twpx, yq “ A
` p xy q`w˘ “ A` p xy q`A´1pvq˘ “ A p xy q`v “ pTv ˝Aqpx, yq.
Observamos que (2.14) muestra dos formas de escribir una transformacio´n
af´ın.
Las transformaciones afines φpx, yq “ A p xy q`v env´ıan vectores tangentes
en vectores tangentes como sigue
φ : Tp0R2 ÝÑ Tφpp0qR2
pp0,uq ÞÝÑ pφpp0q, Apuqq.
Lema 2.7.2. El conjunto de transformaciones afines Af´ınpR2q es un grupo
no conmutativo.
La demostracio´n es similar a la de isometr´ıas, ver la demostracio´n del
Lema 2.5.2.
Lema 2.7.3. Consideramos dos tria´ngulos con a´rea no cero
∆1 “
 px1, y1q, px2, y2q, px3, y3q( y ∆c “  p0, 0q, p1, 0q, p0, 1q(.
Existen 6 transformaciones afines φι que llevan el tria´ngulo ∆1 al tria´ngulo
∆c, es decir,
φιp∆1q “ ∆c, ι P t1, . . . 6u.
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Demostracio´n. Los siguientes tres pasos, proporcionan por parejas las seis
transformaciones afines.
Paso uno. Seleccionamos un ve´rtice en ∆1. Sin perdida de generalidad supo-
nemos px1, y1q. Aplicamos la traslacio´n T´px1,y1q al tria´ngulo ∆1, obteniendo
el tria´ngulo
T´px1,y1qp∆1q “
 p0, 0q, px2 ´ x1, y2 ´ y1q, px3 ´ x1, y3 ´ y1q(.












A´11 1 pT´px1,y1qp∆1qq “ ∆c “ A´11 2 pT´px1,y1qp∆1qq.
Observamos que A´11 1 ‰ A´11 2 .
Paso tres. Aplicamos los pasos uno y dos a los ve´rtices px2, y2q y px3, y3q en
∆1.
Finalmente, las seis transformaciones afines que llevan el tria´ngulo ∆1 al
tria´ngulo ∆c son
φι : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ pAα ι ˝ T´pxα,yαqqpx, yq, (2.15)
α P t1, 2, 3u, ι P t1, 2u.
Las transformaciones afines mandan ve´rtices en ve´rtices. Cada transfor-
macio´n af´ın φι determina una permutacio´n de los ve´rtices y viceversa, dados
tres puntos en el plano, hay seis permutaciones, ellas corresponden a las seis
transformaciones encontradas.
Teorema 2.7.4. Las transformaciones afines mandan tria´ngulos de a´rea no
cero, en tria´ngulos de a´rea no cero.
Demostracio´n. Consideramos dos tria´ngulos en el plano
∆1 “
 px1, y1q, px2, y2q, px3, y3q( y ∆2 “  px4, y4q, px5, y5q, px6, y6q(,
ambos con a´rea no cero.
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De las seis transformaciones afines que llevan ∆1 en ∆c, como se muestran
en (2.15), fijamos una de ellas, supongamos φ1. Consideramos las seis trans-
formaciones afines ψ´1ι que llevan ∆c en ∆2. Las seis transformaciones afines
son
ϕι : R2 ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ pψ´1ι ˝ φ1qpx, yq, ι P t1, . . . , 6u.
Corolario 2.7.5. Una transformacio´n af´ın φ es determinada de manera
u´nica por tres puntos no colineales px1, y1q, px2, y2q, px3, y3q y sus ima´genes
px4, y4q, px5, y5q, px6, y6q respectivamente bajo ella.
Observacio´n 2.7.6. Las transformaciones afines de R2 preservan:
i) rectas.
Las propiedades de preservar e invertir orientacio´n descomponen al con-
junto Af´ınpR2q en dos subconjuntos.




φ : R2 ÝÑ R2 | φpx, yq “ A p xy q`v, A P GL`p2,Rq ,v P R2
(
.




φ : R2 ÝÑ R2 | φpx, yq “ A p xy q`v, A P GL´p2,Rq ,v P R2
(
.
Las rotaciones son transformaciones afines que preservan orientacio´n y las
reflexiones son transformaciones afines que invierten orientacio´n.
Lema 2.7.7. El conjunto Af´ın`pR2q es un subgrupo no conmutativo del grupo
Af´ınp2,Rq.
Observacio´n 2.7.8. El conjunto Af´ın´pR2q no es grupo.
— ¨ ¨ ¨ —
Como resumen presentamos la siguiente tabla, que nos dice algunas pro-
piedades que satisfacen los conjuntos y grupos de transformaciones estudiados
en el Cap´ıtulo 2.
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Se preserva;
notacio´n grupo{ distan- a´ngulos a´reas l´ıneas el orienta-
conm. cias rectas origen cio´n
TranspR2q X{X X X X X ˆ X
SOp2,Rq X{X X X X X X X
O´p2,Rq ˆ{ˆ X X X X X ˆ
Op2,Rq X{ˆ X X X X X ˆ
Isop2,Rq X{ˆ X X X X ˆ ˆ
Iso`p2q X{ˆ X X X X ˆ X
Iso´p2,Rq ˆ{ˆ X X X X ˆ ˆ
GLp2,Rq X{ˆ ˆ ˆ ˆ X X ˆ
GL`p2,Rq X{ˆ ˆ ˆ ˆ X X X
GL´p2,Rq ˆ{ˆ ˆ ˆ ˆ X X ˆ
Af´ınpR2q X{ˆ ˆ ˆ ˆ X ˆ ˆ
Af´ın`pR2q X{ˆ ˆ ˆ ˆ X ˆ X
Af´ın´pR2q ˆ{ˆ ˆ ˆ ˆ X ˆ ˆ
(2.16)
Naturalmente, la “ˆ” en la tabla significa que no todas las transformaciones
del conjunto preservan dicha propiedad.
Debido a que los conjuntos O´p2,Rq, Iso´pR2q, GL´p2,Rq y Af´ın´pR2q no
son grupos, ellos no son comunes en la literatura. Sin embargo, consideramos
incluirlos con el fin de tener ma´s claridad.
Finalmente, el siguiente diagrama muestra las contenciones de los con-
juntos y grupos estudiados en el Cap´ıtulo 2. Para representar que G Ď H en
el diagrama, usamos que G ÝÑ H.































Estudiamos superficies topolo´gicas con y sin frontera. Exponemos ejem-
plos de espacios topolo´gicos que poseen la propiedad de ser superficie topolo´-
gica, como por ejemplo un cono de un manto. Tambie´n mencionamos algunos
espacios topolo´gicos que no son superficies topolo´gicas como por ejemplo el
cono de dos mantos.
3.1. Nociones elementales
El producto cartesiano n–dimensional Rn provisto de la topolog´ıa usual
τu es un espacio topolo´gico.




ˇˇ ||x´ p0|| ă r( Ă Rn.
Una base para la topolog´ıa usual es
β “  Dpp0, rq | p0 P Rn, r P R`( Ă τu.
Los abiertos de Rn son uniones arbitrarias de elementos de la base β.
Una base numerable de abiertos para la topolog´ıa usual es
β1 “  Dpq, rq | q P Qn, r P Q`( Ă τu.
Dos construcciones de topolog´ıas:
52
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U X S | U P τu
(
.
Ella es la topolog´ıa inducida en S por la topolog´ıa usual de Rn.
Naturalmente, una base de abiertos numerable para la topolog´ıa inducida es
β2 “ tDpq, rq X S | Dpq, rq P β1u . (3.1)
El espacio topolo´gico pS, τSq es un subespacio de pRn, τuq.
Segunda construccio´n. Dado un subconjunto S de Rn y una relacio´n de equi-
valencia “ „ ” en S, la funcio´n de proyeccio´n a clases de equivalencia
pi : S ÝÑ S{ „
p ÞÝÑ rps
existe por teor´ıa de conjuntos, donde r s denotan las clases de equivalencia.
Una topolog´ıa para el conjunto de clases de equivalencia S{„ es
τc “
 
U Ă S{„ | pi´1pUq P τS
(
.
esto es, U Ă S{ „ es abierto si y so´lo si su preimagen bajo pi es abierto en
S. La topolog´ıa τc es la topolog´ıa cociente.
El espacio topolo´gico pS{„, τcq es llamado espacio topolo´gico cociente.
Definicio´n 3.1.1. Una funcio´n entre espacios topolo´gicos
ϕ : pX, τq ÝÑ pY, τ 1q
p ÞÝÑ ϕppq
es continua si y so´lo si la imagen inversa de cualquier abierto U P Y es abierto
en X, es decir, si U P τ 1, entonces ϕ´1pUq P τ .
Lema 3.1.2. 1. La funcio´n de proyeccio´n a clases de equivalencia,
pi : pS, τSq ÝÑ pS{„, τcq
p ÞÝÑ rps,
es continua.
2. Si β es una base para la topolog´ıa de S, entonces pipβq es base para la
topolog´ıa de S{„.
3. Si β es una base numerable de abiertos para la topolog´ıa de S, entonces
pipβq es base numerable de abiertos para la topolog´ıa de S{„.
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Demostracio´n. 1. Por definicio´n sabemos que U Ă S{„ es abierto si y so´lo
si su preimagen bajo pi es abierto en S, as´ı pi es continua.
2. Consideramos un abierto U Ă S{„. Por la continuidad de pi tenemos que


















Por ello, pipβq es base de S{„.
3. Recordamos la siguiente definicio´n. Un conjunto C es numerable si y so´lo
si existe una funcio´n
f : N ÝÑ C
n ÞÝÑ fpnq
sobreyectiva. Como β es numerable, existe una funcio´n sobreyectiva
f : N ÝÑ β
n ÞÝÑ Bn,
donde Bn es un abierto en la base β. Sabemos que la funcio´n de proyeccio´n
es sobreyectiva, por ello, la funcio´n composicio´n,
pi ˝ f : N ÝÑ pipβq
n ÞÝÑ pipBnq,
es sobreyectiva. Por lo tanto pipβq es numerable.
Observacio´n 3.1.3. Todo subconjunto S de R3 provisto de la topolog´ıa
inducida τS posee las siguientes propiedades
i) pS, τSq es espacio topolo´gico,
ii)pS, τSq es de Hausdorff,
iii) τS posee una base numerable de abiertos.
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Definicio´n 3.1.4. Un homeomorfismo entre dos espacios topolo´gicos pX, τ1q
y pY, τ2q es una funcio´n,




iii) con inversa, ϕ´1, continua.
Por simplicidad, escribimos a los espacios topolo´gicos pX, τ1q y pY, τ2q
solamente como X e Y respectivamente, siempre y cuando no haya confusio´n
con la topolog´ıa que tenga cada uno.
Definicio´n 3.1.5. Un espacio topolo´gico pS, τSq es localmente homeomorfo
a R2 si para cada punto q0 P S existen un abierto U Ă S que contiene a q0 y
un homeomorfismo




Ejemplo 18. Un anillo abierto
Ar,R “
 px, yq | r ă x2 ` y2 ă R, r,R P R`( Ă R2
es localmente homeomorfo a R2.
Seleccionamos un punto q0 en Ar,R. Para r1 P R` suficientemente pequen˜a,
consideramos el disco abierto Dpq0, r1q Ă Ar,R. La funcio´n identidad
Id : Dpq0, r1q Ă A ÝÑ Dpq0, r1q Ă R2
p ÞÝÑ p
es un homeomorfismo. Por lo tanto Ar,R es localmente homeomorfo a R2.
Ejemplo 19. El disco abierto de centro en el origen y radio r P R`
Dp0, rq “  px, yq | x2 ` y2 ă r( Ă R2
es homeomorfo a R2.
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Consideramos la funcio´n
ϕ : Dp0, rq ÝÑ R2
px, yq ÞÝÑ rpx,yq?
r2´||px,yq||2 ,
donde ||px, yq|| “ ax2 ` y2 es la norma del punto px, yq P R2 y rpx, yq es el
producto por escalar. Su funcio´n inversa es
ϕ´1 : R2 ÝÑ Dp0, rq




ϕ´1 ˝ ϕ˘px, yq “ px, yq, en efecto
`
















De manera similar se verifica que
`
ϕ˝ϕ´1˘px, yq “ px, yq. Observamos que ϕ
y ϕ´1 son continuas. Por ello ϕ es un homeomorfismo. Por lo tanto, Dp0, rq
es homeomorfo a R2.
Haciendo uso de la traslacio´n Tp0 P TranspR2q, cualquier disco abiertoDpp0, rq
es homeomorfo a R2.
3.2. Superficies topolo´gicas
Definicio´n 3.2.1. Una superficie topolo´gica
S “ pS, τq
i) es un espacio topolo´gico,
ii) es de Hausdorff,
iii) posee una base numerable de abiertos y
iv) es localmente homeomorfa a R2.
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Ejemplo 20. El anillo abierto del Ejemplo 18 y el disco abierto del Ejemplo
19 son superficies topolo´gicas.
Ejemplo 21. Un cono de un manto
C1 “
 px, y, zq | x2 ` y2 “ z2, z ě 0( Ă R3
es una superficie topolo´gica.
El cono de un manto C1 provisto de la topolog´ıa inducida satisface i), ii) y
iii), esto es por la Observacio´n 3.1.3. Falta mostrar que C1 es localmente ho-
meomorfo a R2. Consideramos un punto p0 “ px0, y0, z0q en C1. Introducimos
la funcio´n de proyeccio´n sobre el plano xy, este lo denotamos como R2xy,
pi : C1 Ă R3 ÝÑ R2xy
px, y, zq ÞÝÑ px, yq.
Tomamos un disco abierto D
`
pipp0q, r
˘ Ă R2xy, ver Figura 3.1.
Figura 3.1: Cono de un manto.
Como pi es continua, la imagen inversa del disco abierto bajo pi,
U “ pi´1`Dppipp0q, rq˘X C1 Ă C1,
es abierto en C1. La funcio´n
ϕ : U Ă C1 ÝÑ D
`px0, y0q˘ Ă R2xy
p ÞÝÑ ϕppq “ pippq
es un homeomorfismo. Por lo tanto, el cono de un manto es una superficie
topolo´gica.
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El ejemplo anterior se puede generalizar como se muestra en el siguiente
corolario.
Corolario 3.2.2. La gra´fica de una funcio´n continua
f : D Ă R2 ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ fpx, yq,
donde D es abierto, es una superficie topolo´gica.
Demostracio´n. La demostracio´n es ana´loga en el ejemplo anterior. Conside-
ramos un punto
`
x0, y0, fpx0, y0q
˘
en la gra´fica de la funcio´n f , denotada
por G. Tomamos un disco abierto de centro en el punto pi
`
x0, y0, fpx0, y0q
˘ “
px0, y0q P R2 y radio r P R` suficientemente pequen˜o, es decirD
`px0, y0q, r˘ Ă
D. Como la funcio´n de proyeccio´n pi es continua, tenemos que la interseccio´n,
de la imagen inversa del disco abierto D





˘XG ÝÑ D`px0, y0q, r˘
px, y, zq ÞÝÑ pipx, y, zq “ px, yq
es un homeomorfismo y por la Observacio´n 3.1.3 concluimos la demostracio´n.
Para apreciar mejor el concepto de superficie topolo´gica veamos los si-
guientes ejemplos negativos.
El siguiente ejemplo satisface i), iii) y iv) pero no ii).
Ejemplo 22. Un espacio topolo´gico que no es de Hausdorff. Tomamos dos
copias del plano cartesiano, estas son
P1 “
 px, y, zq | z “ 1( y P´1 “  px, y, zq | z “ ´1(.




Damos al conjunto X la topolog´ıa inducida τX de la topolog´ıa usual R3.
Definimos una relacio´n de equivalencia “„” en X como sigue
px, y, 1q „ px1, y1,´1q ðñ y, y1 ą 0 y px, yq “ px1, y1q,
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Figura 3.2: Plano no Hausdorff.
en otro caso px, y, zq en X es equivalente so´lo con e´l mismo.
Introducimos la funcio´n de proyeccio´n a clases de equivalencia
pi : X ÝÑ X{„ .“ Y
p ÞÝÑ rps .
Por el Lema 3.1.2 inciso 3, el espacio cociente Y posee una base numerable
de abiertos. Claramente, Y es localmente homeomorfo a R2, ver Figura 3.2.
Finalmente mostramos que Y no es de Hausdorff. Seleccionamos dos puntos
distintos en Y
rq0s “ rp0, 0, 1qs ‰ rp0, 0,´1qs “ rq1s.
Consideramos los abiertos
U “  rpx, y, 1qs | x2 ` y2 ă r21, r1 P R`( Ă Y y
V “  rpx, y,´1qs | x2 ` y2 ă r22, r1 P R`( Ă Y .
Notemos que rq0s P U , rq1s P V y su interseccio´n U X V es no vac´ıa, ver
Figura 3.2. Por lo tanto Y no es superficie topolo´gica.
El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iv) pero no iii).
Ejemplo 23. Un conjunto de planos con altura irracional. Para cada nu´mero
irracional z0 P I tomamos una copia del espacio topolo´gico pR2, τuq, este es
denotado como Pz0 . Consideramos la unio´n disjunta de todos los planos Pz0







 px, y, z0q | z0 P I( Ă R3.
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Figura 3.3: Un conjunto de planos irracionales.
Cada elemento de la topolog´ıa de X es unio´n de abiertos de cada plano Pz0 .
Notemos que un disco abierto 2–dimensional
Dpq0, rq “
 px, y, z0q | x2 ` y2 ă r, z0 P I fijo( Ă Pz0
es abierto en X. Claramente X es espacio topolo´gico, es de Hausdorff y es
localmente homeomorfo a R2.






`px0, y0, z0q, r˘ Ă X,
ver Figura 3.3. Como el conjunto de nu´meros irracionales es no numerable, no
existe una coleccio´n de abiertos numerable tal que su unio´n sea U . Por ello,
τ no posee una base numerable de abiertos. Por lo tanto, X no es superficie
topolo´gica.
El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iii) pero no iv).
Ejemplo 24. Un cono de dos mantos
C2 “
 px, y, zq | x2 ` y2 “ z2( Ă R3.
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El cono de dos mantos provisto de la topolog´ıa inducida satisface i), ii) y
iii), esto es por la Observacio´n 3.1.3. Mostramos que C2 no es localmente
homeomorfo a R2. Por contradiccio´n. Supongamos que para el origen 0 P C2
existe un abierto U Ă C2 que lo contiene y un homeomorfismo
ϕ : U Ă C2 ÝÑ Dpp0, rq Ă R2
tal que ϕp0q “ p0. Hacemos uso de una propiedad topolo´gica1, la conexi-
dad. Notemos que D
`pp0q, r˘ztp0u es conexo, pero Uz 0( no es conexo, esto
produce la contradiccio´n. Por lo tanto, C2 no es superficie topolo´gica.
3.3. Superficies topolo´gicas con frontera
Denotamos un medio plano o semiplano superior con frontera como
H2 “  px, yq | 0 ď y( Ă R2.
La frontera de H2 es
BH2 “  px, yq | y “ 0( Ă R2.
El conjunto H2 no es superficie topolo´gica, pero da origen a otra clase natural
de “superficies topolo´gicas”.
Definicio´n 3.3.1. El medio disco abierto con dia´metro es
Dp0, rq XH2.
Observacio´n 3.3.2. El medio disco abierto con dia´metro Dp0, rq X H2 es
homeomorfo a H2. Naturalmente, haciendo uso de una isometr´ıa, cualquier
medio disco abierto con dia´metro es homeomorfo a H2. El homeomorfismo
es como en el Ejemplo 19.
Definicio´n 3.3.3. Una superficie topolo´gica con frontera
S “ pS, τq
i) es un espacio topolo´gico,
ii) es de Hausdorff,
iii) posee una base numerable de abiertos y
iv) es localmente homeomorfa a R2 o a H2.
1Una propiedad topolo´gica es aquella propiedad que se preserva bajo homeomorfismos.
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Con esta definicio´n, H2 Ă R2 es una superficie topolo´gica con frontera.
Ejemplo 25. El disco cerrado
Dp0, rq “  px, yq|x2 ` y2 ď r( Ă R2
es una superficie topolo´gica con frontera la circunferencia de radio r.
Para probar que Dp0, rq es una superficie topolo´gica con frontera introduci-
mos coordenadas polares. Consideramos el plano cartesiano menos un rayo
P “ R2z px, 0q | x ď 0( Ă R2
y el recta´ngulo
R “  pρ, θq|0 ă ρ, ´pi ă θ ă pi( Ă R2
como muestra la Figura 3.4.
Figura 3.4: Coordenadas polares
La funcio´n de coordenadas polares es
P : P ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ
´a
x2 ` y2, arg´pipx, yq
¯
con inversa
P´1 : R ÝÑ P
pρ, θq ÞÝÑ pρ cospθq, ρ senpθqq
es un homeomorfismo.
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Para probar que el disco cerrado es superficie con frontera, mostramos u´ni-
camente que para todo punto q0 en su frontera, Dp0, rq es localmente homeo-
morfo a H2.
Aplicamos la rotacio´n Ro´θ, θ “ arg0pq0q, al disco cerrado Dp0, rq, llevando










z px, 0q | x ď 0( Ă R2.
Aplicamos al conjunto P la funcio´n P, obteniendo el recta´ngulo
R “  pρ, θq|0 ă ρ ď r, ´pi ă θ ă pi( Ă R2,
con Ppr, 0q “ pr, 0q P R ver Figura 3.5 inciso b).
Figura 3.5: a) rotacio´n Roθ y b) la funcio´n de coordenadas polares P.
Consideramos el abierto
V “ D`pr, 0q, r0˘XR Ă R, con r0 ă r, pi
y su imagen inversa `
Roθ ˝P´1
˘pV q “ U.
La funcio´n
ϕ : U Ă Dp0, rq ÝÑ V Ă R
px, yq ÞÝÑ pP ˝Ro´θqpx, yq
es el homeomorfismo deseado. Por lo tanto, el disco cerrado Dp0, rq es una
superficie topolo´gica con frontera.
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Ejemplo 26. Un anillo cerrado
Ar,R “
 px, yq | r ď x2 ` y2 ď R( Ă R2
es una superficie topolo´gica con frontera.
Usando coordenadas polares, el anillo menos un rayo
Ar,Rz
 px, 0q | x ď 0( Ă R2
se puede transformar en un recta´ngulo
R “  pρ, θq|r ă ρ ă R, ´pi ă θ ă piq( Ă R2.
La prueba es similar al ejemplo anterior.
Ejemplo 27. Un tria´ngulo
∆ Ă R2,
provisto de
i) tres ve´rtices v1, v2, v3,
ii) tres aristas a1, a2, a3 y
ii) una cara ∆ con a´rea positiva,
es una superficie topolo´gica con frontera B∆ “ v1 Y a1 Y v2 Y a2 Y v3 Y a3.
Para probar que el tria´ngulo es superficie con frontera, mostramos u´nicamente
que para cada ve´rtice vα, ∆ es localmente homeomorfo a H2.
Consideramos el sector angular S “ Dpvα, rqX∆, donde r cumple que S Ă ∆,
notemos que S es abierto. Supongamos que el a´ngulo del sector angular S
es β. Aplicamos una isometr´ıa I al abierto S, llevando un lado del sector
angular S en el eje x, como muestra la Figura 3.6.
Figura 3.6: Funcio´n composicio´n P´1 ˝H ˝P ˝ I.
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Hacemos un cambio de coordenadas rectangulares a coordenadas polares bajo
la funcio´n P. La imagen del sector angular IpSq bajo P es el recta´ngulo
R “  pρ, θq|ρ ă r, 0 ď θ ď β( Ă R2,
como muestra la Figura 3.6, e´l es abierto. A R le aplicamos la funcio´n
H : R ÝÑ R1 “  pρ, θq|ρ ă r, 0 ď θ ď pi( Ă R2
pρ, θq ÞÝÑ pρ, pi
β
θq,
para obtener el recta´ngulo R1. Finalmente, bajo la funcio´n P´1 llevamos el
recta´ngulo R1 al medio disco con frontera como muestra la Figura 3.6. De lo
anterior concluimos que ∆ es superficie topolo´gica con frontera.
De manera similar al ejemplo anterior, tenemos que un pol´ıgono P Ă R2
es una superficie topolo´gica con frontera.
Figura 3.7: Regio´n poligonal.
Tambie´n, una regio´n poligonal construida de la siguiente manera un pol´ıgono
P1 Ă R2 menos otro pol´ıgono P2 Ă R2, con BP1 X BP2 “ φ, como muestra la
Figura 3.7, es una superficie topolo´gica con frontera.
Lema 3.3.4. Si S Ă R2 una superficie topolo´gica con frontera D, entonces
la gra´fica de una funcio´n continua
f : S Ă R2 ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ fpx, yq,
es una superficie topolo´gica con frontera fpDq, ver Figura 3.8.
La demostracio´n se sigue del Corolario 3.2.2.
Los siguientes ejemplos no satisfacen una condicio´n de la definicio´n de
superficie topolo´gica con frontera.
El siguiente ejemplo satisface i), iii) y iv) pero no ii).
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Figura 3.8: Gra´fica de una funcio´n con frontera.
Ejemplo 28. Una banda no de Hausdorff.
Tomamos dos bandas en R3 B1 “ r´1, 1sˆRˆt1u y B´1 “ r´1, 1sˆRˆt´1u.
Consideramos la unio´n
X “ B1 YB´1 “ r´1, 1s ˆ Rˆ t1u
ž
r´1, 1s ˆ Rˆ t´1u Ă R3.
Definimos una relacio´n de equivalencia “„” en X como sigue
px, y, 1q „ px1, y1,´1q ðñ y, y1 ą 0 y px, yq “ px1, y1q,
en otro caso px, y, zq en X es equivalente so´lo con e´l mismo. Introducimos la
funcio´n de proyeccio´n a clases de equivalencia
pi : X ÝÑ X{„ .“ Y
p ÞÝÑ rps.
El espacio topolo´gico Y no es una superficie topolo´gica con frontera.
Basta seguir la idea del Ejemplo 22.
El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iv) pero no iii).




 px, y, z0q | ´1 ď x ď 1, z0 P I( Ă R3
no es una superficie topolo´gica con frontera. Basta seguir la idea del Ejemplo
23.
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El siguiente ejemplo satisface i), ii) y iii) pero no iv).
Ejemplo 30. El mon˜o
M “ txy ď 0u Ă R2,
(que es el segundo y cuarto cuadrante del plano, unio´n los ejes de coorde-
nadas) no es una superficie topolo´gica con frontera. Basta seguir la idea del
Ejemplo 24.
3.4. Ensamblado de tria´ngulos
Conviene precisar que para nosotros pegar o ensamblar conjuntos significa




introducimos en ella una relacio´n de equivalencia „.










existe por teor´ıa elemental de conjuntos. El corchete r s denota las clases de
equivalencia.





con la topolog´ıa cociente es el pegado de los conjuntos Uα bajo la relacio´n de
equivalencia „.
Esto es a nivel de conjuntos, ahora vamos a extenderlo a nivel topolo´gico.
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De ahora en adelante consideramos a un tria´ngulo como en el Ejemplo
27. Es indispensable considerar que las caras y las aristas de un tria´ngulo
esta´n orientados. Una orientacio´n en la cara ∆ de un tria´ngulo equivale a
una orientacio´n de las aristas de su frontera. Hay dos posibilidades.
Una orientacio´n es positiva, si recorremos la frontera del tria´ngulo en
sentido contrario de las manecillas del reloj. En este caso las aristas
orientadas las denotamos por aα. La manera de etiquetar a los ve´rtices
y a las aristas es como muestra la Figura 3.9, inciso a).
Una orientacio´n es negativa, si recorremos la frontera del tria´ngulo en
sentido a las manecillas del reloj. En este caso las aristas orientadas las
denotamos por a´1α . La manera de etiquetar a los ve´rtices y a las aristas
es como muestra la Figura 3.9, inciso b).
Figura 3.9: Orientaciones de un tria´ngulo.
Consideramos dos tria´ngulos
∆1 “ tv1, v2, v3u y ∆2 “ tv4, v5, v6u.
Sen˜alamos dos aristas
‚ aα Ă ∆1 con extremo inicial vα y con extremo final vα`1 y
‚ aβ Ă ∆2 con extremo inicial vβ y con extremo final vβ`1.
Si α “ 3 y β “ 6, entonces definimos vα`1 “ v1 y vβ`1 “ v4.
Hay cuatro posibilidades de ensamblar ∆1 con ∆2 lo largo de las aristsa aα
y aβ, ver Figura 3.10.
Observacio´n 3.4.1. Si los tria´ngulos no son orientados, entonces hay dos
posibilidades de ensamblar ∆1 con ∆2 lo largo de las aristas aα y aβ.
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i) Los tria´ngulos poseen orientacio´n positiva, ver inciso a).
ii) El tria´ngulo ∆1 posee orientacio´n positiva y ∆2 orientacio´n negativa, ver
inciso b).
iii) El tria´ngulo ∆1 posee orientacio´n negativa y ∆2 orientacio´n positiva, ver
inciso c).
iv) Los tria´ngulos poseen orientacio´n negativa, ver inciso d).
Figura 3.10: Formas de pegar dos tria´ngulos orientados.
Mostramos como ensamblar los tria´ngulos ∆1 y ∆2.
i) Tomamos el caso en que los dos tria´ngulos poseen orientacio´n positiva.
Introducimos una funcio´n lineal
Iαβ : aα ÝÑ aβ
p ÞÝÑ Iαβppq, (3.2)
donde
Iαβpvαq “ vβ`1 y Iαβpvα ` 1q “ vβ.
Dicha funcio´n lineal Iαβ determina una relacio´n de equivalencia„ en ∆1š∆2
como sigue. Dados p P aα y q P aβ
p „ q ðñ Iαβppq “ q,
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en otro caso todo punto p P ∆1 o q P ∆2 es equivalente so´lo con e´l mismo.





es el ensamblado de los dos tria´ngulos a lo largo de una arista. Para el caso
ivq el ensamblado de los dos tria´ngulos es similar.
iii) Ahora tomamos el caso en que ∆1 posee orientacio´n negativa y ∆2 orien-
tacio´n positiva.






Iα´1βpvαq “ vβ y Iα´1βpvα ` 1q “ vβ`1.
La funcio´n lineal Iα´1β determina una relacio´n de equivalencia „ en ∆1š∆2
como en el caso anterior.





es el ensamblado de los dos tria´ngulos a lo largo de una arista.







con la topolog´ıa cociente es una superficie topolo´gica con frontera.
Demostracio´n. Sin perdida de generalidad consideramos el caso en que los
dos tria´ngulos poseen orientacio´n positiva. La demostracio´n para los otros
tres casos es ana´loga.
Para el tria´ngulo ∆1 existe una transformacio´n af´ın φ1, ver Lema 2.7.4, tal
que φ1p∆1q es el tria´ngulo ∆c “
 p0, 0q, p0, 1q, p1, 0q( y φ1paαq es la arista de
p0, 1q a p1, 0q.
Ana´logamente, para el tria´ngulo ∆2 existe una transformacio´n af´ın φ2 tal que
φ2p∆2q es el tria´ngulo ∆3 “
 p0, 1q, p1, 0q, p1, 1q( y φ2paβq es el segmento de
recta de p0, 1q a p1, 0q.
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Ambas transformaciones afines satisfacen la igualdad de sus ima´genes
φ1paαq “ φ2paβq.










donde la funcio´n Φ esta´ determinada por φ1 y φ2 como sigue
Φ : ∆
š
∆ ÝÑ r0, 1s ˆ r0, 1s
p ÞÝÑ
#
φ1ppq si p P ∆1
φ2ppq si p P ∆2
y la funcio´n R, que la llamamos de reconocimiento, esta´ determinada como
sigue
R : r0, 1s ˆ r0, 1s ÝÑ S
px, yq ÞÝÑ
#
pi ˝ φ´11 px, yq si y ď ´x` 1
pi ˝ φ´12 px, yq si y ą ´x` 1.
(3.5)
Afirmamos que R es un homeomorfismo.
Observamos que para todo punto p0 en la arista de p1, 0q a p0, 1q, Φ´1 no es
funcio´n. Es claro observar que Φ´1pp0q posee dos ima´genes φ´11 px, yq P ∆1 y
φ´11 px, yq P ∆1. Afortunadamente, al aplicarles pi obtenemos que
pipφ1px0, y0qq “ pipφ2px0, y0qq.
As´ı, R esta´ bien definida.
Haciendo un razonamiento ana´logo a R, su inversa R´1, esta´ bien definida.
Consideramos un abierto U Ă S. Para mostrar que R es continua considera-
mos dos casos.
Caso uno : Supongamos sin pe´rdida de generalidad que U esta´ en el interior de
pip∆1q. Recordemos que U es abierto si y so´lo si pi´1pUq es abierto en ∆1š∆2.
Como φ1 y φ2 son homeomorfismos, tenemos que Φppi´1pUqq .“ R´1pUq es
abierto en r0, 1s ˆ r0, 1s.
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Caso dos : Si U intersecta a pipaαq “ pipaβq, entonces pi´1pUq es unio´n de dos




Finalmente ΦpV šW q “ Φppi´1pUqq .“ R´1pUq es abierto en r0, 1s ˆ r0, 1s.
De lo anterior, R es un homeomorfismo. Como r0, 1s ˆ r0, 1s es superficie
topolo´gica con frontera, concluimos que S tambie´n lo es.
En el resto de este trabajo, la mayor parte es ensamblar tria´ngulos a lo
largo de una arista. A priori las etiquetas para las aristas y ve´rtices de dos
tria´ngulos ∆1 y ∆2 no son las mismas. Por simplicidad, dos aristas ensam-
bladas las etiquetamos con la misma letra aα. Recordemos que hay dos casos
principales:
1. Identificar aα con aα.
2. Identificar aα con a
´1
α .
Ahora vamos a ensamblar ma´s de dos tria´ngulos.
Consideramos una coleccio´n finita de tria´ngulos orientados 
∆1, . . . ,∆α,∆α`1, . . . ,∆n
(
n ě 3.
De cada tria´ngulo ∆α, seleccionamos un ve´rtice y las dos aristas que inciden
en e´l.
Etiquetamos el ve´rtice seleccionado como vα y las aristas como aα y aα`1 en
∆α. Si α “ n, entonces definimos aα`1 “ a1. La arista aα se ubica recorriendo
la frontera del tria´ngulo ∆α en sentido antihorario. La Figura 3.11 ilustra
como etiquetar la dos aristas aα y aα`1.




p ÞÝÑ Iα˘1α˘1ppq, (3.6)
determinan una relacio´n de equivalencia „. El ı´ndice ˘1 depende de la orien-
tacio´n de cada tria´ngulo. La relacio´n de equivalencia es
1) Todos los ve´rtices seleccionados v1, . . . , vn se identifican en un so´lo punto
q.
2) La arista aα Ă ∆α que tiene extremo vα se identifica con con la arista
aα Ă ∆α`1 que tiene extremo vα`1.
CAPI´TULO 3. SUPERFICIES 73
Figura 3.11: Etiquetacio´n de las dos aristas aα, aα`1 que inciden en el ve´rtice
vα.
3) Se realiza esta identificacio´n de manera c´ıclica, es decir, la arista an`1 Ă ∆n
que tiene extremo vn se identifica con la arista a1 Ă ∆1 que tiene extremo
v1.





es el ensamblado de los n ě 3 tria´ngulos, ver Figura 3.12.







con la topolog´ıa cociente es una superficie topolo´gica con frontera.
Demostracio´n. Seguimos la idea de la demostracio´n del Lema 3.4.2.
Como los tria´ngulos ∆1, . . . ,∆n no son del mismo taman˜o, procedemos
de la siguiente manera. Para cada tria´ngulo ∆α existe una transformacio´n
af´ın φα, ver Lema 2.7.4, tal que φ1p∆αq es el tria´ngulo iso´sceles de ve´rtices
en el c´ırculo unitario, estos son p0, 0q, pcosp2pipα ´ 1q{nq, senp2pipα ´ 1q{nqq, pcosp2piα{nq, senp2piα{nqq(.
Consideramos el siguiente diagrama
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donde P es un pol´ıgono regular en R2 con centro en el origen y un ve´rtice en
p1, 0q.





r ÞÝÑ φαprq si r P ∆α.
(3.9)
La funcio´n de reconocimiento
R : P ÝÑ S
p ÞÝÑ pipφ´1α ppqq p P ∆α
esta´ bien definida y es biyeccio´n.
CAPI´TULO 3. SUPERFICIES 75
Para mostrar la continuidad de R, basta con tomar un abierto U Ă S tal
que q P U .
Es claro que, pi´1pUq es unio´n de abiertos disjuntos Vα Ă ∆α para toda




es abierto. As´ı, ΦpšVαq “ Φppi´1pUqq .“ R´1pUq es abierto en P .
Finalmente, como P es superficie topolo´gica con frontera, concluimos que S
tambie´n lo es, con lo cual queda terminada la prueba.
3.5. Construccio´n de superficies topolo´gicas
a partir de un cuadrado
Finalmente probamos dos lemas que nos ayudan a construir nuevas su-
perficies topolo´gicas con y sin frontera, como por ejemplo un cilindro, una
banda de Mo¨bius, una esfera, un toro, un plano proyectivo y una botella de
Klein.
Usamos los dos lemas anteriores 3.3 y 3.7 para construir nuevas super-
ficies topolo´gicas con o sin frontera. Consideramos el cuadrado con frontera
r0, 1s ˆ r0, 1s Ă R2, obtenido de ensamblar dos tria´ngulos orientados, e´l es
una superficie topolo´gica con frontera. En detalle r0, 1s ˆ r0, 1s posee
‚ una cara p0, 1q ˆ p0, 1q
‚ una frontera
B`r0, 1s ˆ r0, 1s˘ “ r0, 1s ˆ t0u Y r0, 1s ˆ t1u Y t0u ˆ r0, 1s Y t1u ˆ r0, 1s.
Existen varias maneras de pegar la frontera para obtener diferentes superficies
topolo´gicas con o sin frontera.
La notacio´n pa, bq „ pc, dq significa que los puntos pa, bq y pc, dq en la fron-
tera de r0, 1s ˆ r0, 1s son equivalentes y un punto px, yq P p0, 1q ˆ p0, 1q es
equivalente so´lo con e´l mismo.
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donde en la unio´n disjunta de los tria´ngulos, la relacio´n de equivalencia pro-
viene del ensamblado de las aristas
p „ q ðñ
"
p P B4α esta´ identificado con q P B4β
i.e. Iαβppq “ q.
en otro caso p esta´ relacionada so´lo con e´l mismo.
Por abuso de notacio´n los conceptos de superficie topolo´gica y superficie
triangulada son usados como equivalentes.
Ejemplo 31. El toro. Consideramos en r0, 1s ˆ r0, 1s la relacio´n de equiva-
lencia
px, 0q „ px, 1q, p0, yq „ p1, yq, 0 ď x, y ď 1.
La superficie topolo´gica que obtemos es el toro




Figura 3.13: Construccio´n del toro.
El conjunto r0, 1s ˆ r0, 1s{„ es un espacio topolo´gico de Hausdorff con base
numerable de abiertos.
Para rps “ rpx0, y0qs P r0, 1s ˆ r0, 1s{„, x0, y0 ‰ 0, 1, consideremos el abier-
to U que contenga a rps de tal manera que pi´1pUq “ Dpp, rq, r “ mint
distancias de p a cada arista u. Claramente en el punto rps, el espacio
r0, 1s ˆ r0, 1s{„ es localmente homeomorfo a R2.
Para rps “ rp0, yqs, 0 ď y ď 1. La imagen inversa de un abierto que contenga
a p bajo pi, sera´ la unio´n de dos medios discos en el cuadrado. Por el lema de
ensambladura para aristas, r0, 1s ˆ r0, 1s{„ es localmente homeomorfo a R2.
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Si tomamos rps “ rp0, 1qs, entonces por el lema de ensambladura para ve´rti-
ces, r0, 1s ˆ r0, 1s{„ es localmente homeomorfo a R2.
De lo anterior, r0, 1s ˆ r0, 1s{„ es una superficie topolo´gica. La frontera de
T2 es vac´ıa.
Los siguientes ejemplos tambie´n son superficies topolo´gicas, algunas con
frontera.
Ejemplo 32. El cilindro. Consideramos en r0, 1s ˆ r0, 1s la relacio´n de equi-
valencia
p0, yq „ p1, yq, 0 ď y ď 1.
La superficie topolo´gica que obtenemos es el cilindro, ver Figura 3.14. La
frontera de S1 ˆ r0, 1s es homeomorfo a la unio´n de dos c´ırculos.
Figura 3.14: Construccio´n del cilindro.
Ejemplo 33. La banda de Mo¨bius. Consideramos en r0, 1sˆr0, 1s la relacio´n
de equivalencia
p0, yq „ p1, 1´ yq, 0 ď y ď 1.
La superficie topolo´gica que obtenemos es la banda de Mo¨bius.
r0, 1s ˆ r0, 1s
„
.“ BM,
ver Figura 3.15. Su frontera es homeomorfo a un c´ırculo S1.
Ejemplo 34. La esfera. Consideramos en r0, 1s ˆ r0, 1s la relacio´n de equi-
valencia
px, 0q „ p0, yq, p1, yq „ px, 1q, 0 ď x, y ď 1.
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Figura 3.15: Construccio´n de la banda de Mo¨bius.
La superficie topolo´gica que obtenemos es la esfera
r0, 1s ˆ r0, 1s
„
.“ S2,
ver Figura 3.16. La frontera de S2 es vac´ıa.
Figura 3.16: Construccion de la esfera.
Ejemplo 35. El plano proyectivo real. Consideramos en r0, 1s ˆ r0, 1s la
relacio´n de equivalencia
p0, yq „ p1, 1´ yq, p0, xq „ p1´ x, 1q, 0 ď x, y ď 1.
La superficie que obtenemos es el plano proyectivo real.
r0, 1s ˆ r0, 1s
„
.“ RP2,
ver Figura 3.17. La frontera de RP2 es vac´ıa.
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Figura 3.17: Construccio´n del plano proyectivo real.
Ejemplo 36. La botella de Klein. Consideramos en r0, 1s ˆ r0, 1s la relacio´n
de equivalencia
p0, yq „ p1, 1´ yq, px, 0q „ px, 1q, 0 ď x, y ď 1.
La superficie topolo´gica que obtenemos es la botella de Klein.
r0, 1s ˆ r0, 1s
„
.“ BK,
ver Figura 3.18. La frontera de BK es vac´ıa.
Figura 3.18: Construccio´n de la botella de Klein.
Definicio´n 3.5.2. Consideramos una superficie triangulada S.
S es sin frontera si todos los lados de los tria´ngulos que la forman esta´n
identificados.
S tiene frontera si algu´n lado de un tria´ngulo no fue identificado.
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S es compacta si posee un nu´mero finito de tria´ngulos.
S es no compacta si posee un nu´mero infinito de tria´ngulos.
S es orientable si no contiene una banda de Mo¨bius como sub-superficie
triangulada.
S es no orientable si contiene una banda de Mo¨bius como sub-superficie
triangulada.
Ejemplo 37. El cilindro es una superficie topolo´gica con frontera, com-
pacta y orientable.
La banda de Mo¨bius es una superficie topolo´gica con frontera, compacta
y no orientable.
La esfera es una superficie topolo´gica sin frontera, compacta y orienta-
ble.
El toro es una superficie topolo´gica sin frontera, compacta y orientable.
El plano proyectivo es una superficie topolo´gica sin frontera, compacta
y no orientable.
La botella de Klein es una superficie topolo´gica sin frontera, compacta
y no orientable.
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